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L'énoncé de cette épreuve, particuliere aamdidats de la filiere MP, comporte 7 pages.

X Siuncanddatrepeére ce quui senble ére une ereur d'énoncé lile signak sur sa com@ etpoursui
sa conposition enexpliquant les raisos des intiatives a/'il est anené a pendre.

x Il ne faudra pas hédai a formuler les commentaires (ncluant des conglératons nunériques) qui
vous serhleront pertinents. Le baréntiendra conpte de ces initiatives ainsi que dgsalitésde
rédacion de & copke.

x Notations : vectew o V (on pourra écre V) ; veceur untaire de & coordonnée : C.

DEVIATIONS

Ceprobléme concerne la déviation dbjetsnon nassifs (ragns lunineux) ou massifs (pla-
nétes) dans divers cham(gravitationnel, coolmbien). Il fait référence a des notions relati-
vistes quil suffira d’adrrettre sansautreforme de proces, et conduisant a des conséquences
observables. La praare partie étudie la déation de la luriére dans un chamgravitation-

nel. La seconde partie concemune nouvenent képlerien en retavité générale. La troisiéen
partie étudie la déviation de la lugne par un plasm non horogene. La quatrieenpartie

fait appel a des notions relativistgsi elle traite dfagon newtonienne.

Toutescespartiessont indépendantes entre ellesigrelles peuvent étendre ou utiliser des
résultats d’autres parties, en adoptamnéwellenent un point de vue différent.

Le référentiel d’'étude est, dans toutpi®bléne, supposé
galiléen.Toutesles trajectoires seront planes, situées dans
le plan xy ; dans le repere polairé,@} , les coordonnées
d’'un corps ponctuel P daasse m (éventuellerant nulle)
sont notées, confordment au schémci-contre, r,7 .

Selon la relativité généraléequation différentielle régis-

. 1 :
sant la fonctionu 7 = lorsque P essounis au
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chanp gravitationnel d’un objet assif de nasse Mg placé au centre de force O est

d?u §m-?> _GM
T u GMSéfi 3C—ZSUZ, [ED1]

ol G est la constante de la gravitatioB 6,67ul0 N.nPkg? etc la vitesse de la

= o . s da7 .
lumiére (célérité) dans le videc 3ul0®m.s®. Le noment cinétiquelL mrza Z est
constant. Le corps assif sera, dans la suite, Soleil ; voici quelgues données néniques :

Masse du SoleiMs 2u10* kg Tenpérature de surface du Sol@ 5800K
Rayon du SoleilRs  7u10®m Masse de Blectronm, 91u10°*°kg.

| — Mirage gravitationnel
| — 1 Equations du mouvement

2 . , . . d7
1 - Etablir que, emécaniquenewtonienne L mrza mC est constant pour une par-

ticule soumse a une force centrale. Toujours dans ce cadre, étabkpréssion de
I'accélératiora de la particule (formle de Binet pour dccélération) :

a _§£-2u2§@ u r
om = ed7? 1

2 — Dans le cadre relativiste, flarce centrale est la résultante

o . GM.m - .
x de la force de gravitation newtonienfg rzs f  GMgm Ur, terme principal,

GMg 2 .
x etdune force dite perturbatride, 3 CZSEUAr'

A quelle condition leerme perturbateusest-il, pour une particule de asse non nulle, trés
petit devant le tereanewtonien ?

3—La particule P est uphoton,particulede charge nulle et de asse nulle associée au
chanp électronagnétique et dont on adtttra ici qu’elle se conporte conme une particule
ponctuelle de mment cinétique nomul. Montrer que «équation du nouvenent du pho-
ton »est

d’u GM
iz U3 Czsu2 [EMP].

[-2 Déviation de la ligne de visée d’'une étoile

4—-0nnote uyg 7 la solution de I'équationEMP] de la question 3 correspondant a
G 0, c'est-a-direa I'absence de gravitatignguelle est a priori la trajectoire du photon

1 §S-
dans ce cas 8achant quey, O g et UOE@Ea 0, donner I'équation de la trajectoire,
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d’aborden coordonnées polaires, enswtecoordonnées cartésiennes ordinairey , ou
8§ X :
réduites' X —.\Y Y )
© R Rt

5 —Introduisant dansgMP] la variable sans diemsion Z Rsu " Z R , on obtient

© rt
2

d-z
sl Y I'équation différentielle— Z AZ?% ou0 A 1.
d7?
t Calculer la valeur nuérique de A. On cherchela
os solution approchée de fi@éation différentielle enZ au
. ) premier ordre enA\, sous la forra
s ZT cos7T NANZ T.
Z, T
-1
s Xq Exprimer la conposante au preigr ordre sous la foren
) -G -4 -2 [

47T A, Bycos27 ,

en précisant les valeurs des constamgset B,. A titre d’exenple, la figure ci-contre
montre un ensehte de solutbns pour quelques valeurs de En abscisse, dcart relatif
X4 10° X 1 eten ordonné¥ .

6 — Préciser les directions asptotiques de larajectoire; établir 'équationcartésienne
de cette derniére sous farme X A XY (on peut aussi bien trouver les directions

asymptotiques a partir de I'équation cartésienne).

7—0n considére un ray lumneux provenant'une étoile lointaing ce rayn rase le
Soleil et il est observé de la Terreeza-dire a une distangrandedevant R;. Montrer que
loin du Soleil la trajectoire seéduit a sesdeux asynptotes. Calculer nuériquenent la
valeur du petit angle entre les deuxrapiotes.

FIN DE CETTE PARTIE

Il — Mouvement képlérien en relativité générale

On consideére mintenant le muvenent d'une planéte, considérée cam un objet ponctuel

de nmassem, dont le nouvenent est régi par I'équeon différentielle ED1] du préarbulede
2 .2

. . m GM¢m . . L
ce problém. Avec les notation8 "— GMgetH 3° , Cette équation s’écrit :
CL? © Lc 1
2 2
u u
— U B H— ED2

[I-1. Solution perturbative

8 — Vérifier 'lhomogénéité dirandonnelle de I'équationgD2].

9-0n suppose gque l'inégalité 1 est satisfaite. On cherchedalutionapprochéeale
I'équation du nouvenent [ED2] sous laforreu 7 u ° 7 H' T.\dentifier les terras

d’ordre 0 enf et nontrer que 1bn peut accepter la solutian’® 7 B Acos T, oll A est
une constante, que I'on neethhera pas a expliciter.
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10- L'identification des terras d’ordre 1 err pernet de déteriner la fonctionu® 7 .

o dPut 1, 1A?
Etablir I'équation d|fferent|elled7 u- B EA EECOSZT 2Acos 7 . Lasolu-

2,1

d7?
sont des constantes. Cette siolune nous intéressera pas.

u' Oestu' 7 DcosT Esin7T ,ou L et E

tion de I'équation howgéne

11-La solution dd’équationdifférentielle non hormgéene de la quesih 10 est la some
2

- o 1 1A
de deuxtermes: un terne périodique, associé B EAZ EECOS 27 dans le rambre de

droite et un term «résonanb, dit séculairc—:‘,usl , associé @Acos 7 . C'est ce termquiva
2.1
nous intéresser désoam. La soltion de I'équation dlfferentlelleﬁ uw' 2AcosT

estu, A Tsin 7 . Cette solution est-elle adssible quel que soif ?

[I-1. Avance du périhélie

12— On suppose dans ce qui suit que l'inégakfe 1 est satisfaite, ce qui peem
d’admettre I'approxination cos7 F7 | cos7 F7sin 7 . Déduire, dans ceadre,quele
périhélie ¢ minimum, u maximum) est obtenu pour les anglds 7, | 25n1 F .

2 — 13— De combien a varié I'angle7 entre deux périhé-

——
TN lies su_ccessif@ Le déplaceent du périhéliepour une
% révolution de la planéte autour du Solef, estdonc

X 2SF (formule de Robeson, 188). La figure ci-contre

//

— donne une idée du phénéne. Le poinhoir estle centre
. | de forces. La courbe en trait gras représentajectoire
# képlerienne classique d’'upéanéte inaginaire. La courbe
=) —

— | en trait fin nontre I'effet dune perturbation relativiste de
la trajectoire en réalité, la perturbation est infnde
I'ordre del0 *radian par siécle.

-

|

=3 -4 -2 0

14— Calculer en effet, en second@arc par siécle, laaleurde X pour la planéte Mer-
L . . .
cure, sachant que€ - 2,718u10® n.s ' et que sa période de révolution autdur

Soleil est de 87,969 jours.
FIN DE CETTE PARTIE

[l — Plasma dilué
Une étoile sphérique de centre O, deoray, de masse
M et de temératureT: uniforme et fixe est enveloppée
par un plasm neutre, dilué, coposé dlectrons et
r d'ions. La densité électroniquelocale (nombre
d’électrons par unité de volwehpossédda symétrie
ro o sphérique et elle est noté&r . On négligda contribu-
tion du plasm au cham gravitationnel ce derniernoté
gr , est entiereent d a I'étoile. Omégligeaussiles

interactions électrostatiques électron-électr@ectron-

toile et plasma ; le point courant
du plasma est ngpP, avecOP r.
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ion et ion-ion dans le plasnLes électrons sorn équilibre therimgue avec étoile; ils se
comportent corme les nolécules din gaz parfait esuiventla méme équationd’état, dont

une expression espr N r kgTg, ol kg 1,38ul0? J.K*! est la constante de Bolzt-
mann. On adnet enfin que le gaz électronique est en équilibrecamique et 6n note
Fr mN r sanasse volurigue locale.

[lI-1. Indice du plasma

15— Etablir la relation [E]qui traduit I'équilibre nécanique du gaz électronique :

dN M
T — G—DEN T . [E]
dr
. . Mm,
16— Intégrer E] ; on noteraN r,  Ng. On pose pour la suite G KT
B'E

17-L'étoile est trés chaudea r,. Donner, lorsque cettégalité est satisfaite,

. N a . - a
I'expression deN r a l'ordre le plus basn T mais en negllgeantr— devant 1. Quelle
0
inégalité Tz doit-il satisfaire ? Préciser ndémquenent cette inégalité lorsqug Rs.

18— Le nodele de Thomson concerne un @na honogéne de densité électronigde
Le milieu estsupposé suffisament dilué; les chages sont sans interaction entre elles. Le
mouvenent d’'un électron non ligje chargeélectriquee et de masse m, se fait sans frotte-
ment. L'équationdu mouvenent de cet électron dans un chamblectrique se propageant en

onde plane selon la direction, d’anplitude E,, monochronatique et polarisé rectiligne-
2

. . d7X . . . :
ment selon la directionx est mx? e EX expi Zt kz . Exprimer I'anplitude com
plexedela solution de cette équation, notég puis la vitessex, et enfin la densité de cou-
rantJ, J Joexpi Zt kz .Insérant cette expressionmdal’équation de propagation du

chanp électrique, exprier la vitesse de phask, et en déduire I'expression du carré de
2

lindice n?> Z , en faisant intervenir la pulsation de plasmﬁ . Justifier que I'on

€

néglige la contribution des ions a l'indice.

[1I-2. Mécanique du photon

La propagation de la luigre peut étre décite par le nouvenent des photons (particules
introduites a la question 3). Le @y lumneux correspond a la trajectoire des photdds.
note n x,y,z lindice du nilieu au pointM X,y,z et s I'abscisse curviligne le long de la

trajectoire: la longueurd’un élénent de trajectoire est donnée ms® dx? dy? dz?

Le vecteur vitesse est porté par la tangentetéajactoire, dont le vecteur unitaire local est
N . . .~ dOM . .

notéu : le point O étant fixeu ae ; le principe fondarental de la dpanmque du pho-

~

dnu
ton sécrit alors :

grad n . On adnettra que l'indice du plasenconsidéré dans ce

2

a- M
problene estn* Zr 1 —271 — ,ola G M
220 1t ks T

19— Montrer que le principe fondamtal de la dyamique du photon ipose la




DEVIATIONS

propagation rectiligne d& un nilieu honogéne.

k 20—-0On considere un dioptre plan séparamspace endeux
“1\¢ milieux dindices différentsn n; pour z! 0 et n n, pourz O.
\ On notell; et U, les vecteurs unitaires du @y lumineux dans cha-
uz ~

que nilieu et k le vecteur unitairele I'axe Oz Etablir, par exepie
o . dnu . . :
en intégrant la relatlornd—c grad n surun donaine trés petit de

part et dautre de linterface, lEgalité n, u;Sk  n,u,S k et en déduire les deux lois de
Descartes pour la réfraction.

ds
21— On posed” o Quelle est la diension de" ? Montrer que le principe fonda-

2

an

22— Pour donner une saveur newtonienn®B][ on pose" ct, ce qui définitt. Le

terme de droite de}P] peut étre comris canme une sorte de forceentraleagissansurle
photon ; quelle est la diension de ce term? céte force est-elle attractive ou répulsive ?

1
mental de la dpanique du photon é&trit (équationPP]) Egrad n? .

23— Accordons-nous ici le droit de traiter terme de droite ded)P] conme une force
ordinaire. Quelle est, soustteehypothése, la trajectoire die lumiére dans le plasa?

24— A partir degelationsénergétiqueEE  mc? pour une particule aérielle etE  h(
pour le photon ¢ estla fréquence du raynnenent associé au photon ét la constante de
Planck),tenterune nanipulation de PP] aboutissant a une fornnewtonienne d’équation
du nmouvenent. La justification de cettenanipulation serait une autre histoire.

FIN DE CETTE PARTIE

1l — Retour sur la déviation de la lumiere

Cette partie se propose ttaiter le photon de fréquenae comme une particulematérielle
: . ~ h . o N
qui aurait une @BsSe m 2 une énergie cinétigu&, h¢ (ou h est laconstantede

Planck) et qui suivrait pour autant la¢aangque newtonienne. Cettpgroche ne @ngue pas
d’audace et les résultats devront denctre accueillis avec circonspection.

25— L'énergie totale din photon éns de la surfacelu Soleil avecla fréquence(s est
GM_m hGM
—_ h@, _3%
R Re
E
dont on néglige l'effet gravitationnel. Cattribue donc a ce photon la fréequer@e _hT
Cr

Exprimer le facteur de réductio® — en fonction du rapn du Soleil et duayon de

donc, dans ce cadr&s; hQ@ Ce photon est détecté sur Terre,

GM
Schwarzschildpour le Soleil ¢ 2 CZS

Schwarzschild pour le Soleil et pour larfée(la masse de la Terre est envirému10** kg).

. Calculer la valeur nuémique du ragn de

26— Une réduction de la fréquence du photonégsiivalente a une augmtation de sa
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période; si le photon était utilisé came une horloge, on aurait donme dilatation du
tenps. On adrttra que cette dilatatiodu tenps t tc s’acconpagne dune_contraction

"y L tc -
de l'unité de longueur” "c, avec le rBme facteur: T o On noten r [indice du
milieu a la distancer du Soleil. Cet indice, doté ici de &métrie sphérique, est défini

. . ds | : -
comme le rapport de la vise du photon dans le vide P a sa vitesse awpbisinagede

. . dsc . . - , . .
I'objet massif cc e (s et scdésignent dbscisse curviligne le long de la trajectoire). Eta-

[

blir lexpressionn® r | 1 -

27— Calculer la déflexiond’'un rayon
lumineux provenant de l'infini et passaai
voisinage inmédiat du Soleil,comme sché-
matisé sur la figure ci-contre. On aédtima la
relation locale n r sis7 r (@)C®. On utili-
sera le fait quels Rs. On pourra ren-

Asymptotes de ladjectoire dOun photon. cof
La dwiationestD 7°) 7T °)

contrer l'intégraleJ H , dont la

N lw

2
valeurest] —.
a

FIN DE CETTE PARTIE
FIN DE L'EPREUVE

La premiere observation d’un mirage gravitationne | date de 1980. La photo ci- dessus montre I'arc
cosmique dans I'amas Abell 2218 ; la source lumine use est isotrope ; le déflecteur est la galaxie
super massive au centre de l'arc. La fleche montre un anneau d’Einstein qui a été le premier a
prédire I'observation de tels phénomeénes.



