Technique des Mathématiques Calculs trigonométriques (En cours) Trigonométrie

1) TRIGONOMETRIE GENERALE

1.1) Généralité

La trigonométrie représente I'étude du cercle tiaptan et dans I'espace, de ses distances esde se
rapports numeériques dans le cercle.
Remarque : le cercle dans I'espace est appeléespher

a) Description

Un cercle représente un rond parfait qui est téal@ide d'un compas tel que sa pointe représente |
centre du cercle (noté généralement O), et la nepeésente le pourtour ou périmétre du cercle. Ce
pourtour ou périmetre du cercle représente un tgcélaire et est appelé cercle. Il vient que le
segment formé par le point O, et un point du périenéu cercle encore appelé un point du cercle
représente le ray@v , . Et comme les aiguilles de la seconde d'une maeseayong v , juxtaposé

les un aux autres forme a la fois un tracé appmiébe circulaire et une surface circulaire appelé
disque.

On appelle cercle trigonométrique Gh repére circulaire normé orienté de sens degiositif (Sens
inverse ou opposé des aiguilles d'une montre) heitieux axes.

Ces deux axes sont :

L'axe des cosinus CC' qui représente I'axe dessabsalans le cercle,

L'axe des sinus SS' qui représente I'axe des oédsraans le cercle.

Un point sur I'axe des sinus ou des cosinus possezlaorme ou distance représentant un rapport
avec le rayon tel que le rayon a pour unité 1ekt quelque soit la distance du diamétre ou rayon d
cercle. Il vient que tout nombre x, de valeur qoetjue dans le cercle, appartenant a I'axe des®inus
a l'axe des cosinus est forcément inférieur ou &datlel que mathématiquement on nefef 1;1]

Les points appartenant au cercle ont aussi uneenappelé mesure angulaire ou mesure polaire tel
gue son unité est le degré en langage couram ratlian en langage scientifique.

Les points du cercle représentant les rayons jog&fes uns aux autres forme un cercle de 360 degré
noté 360° ou de 2 pi radian notérad.

b) Figure géométrique

Cercle

Disque

4 diametra
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c) Division du cercle
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d) Mesure angulaire
Il existe un rapport numérique qui est un nombrestant entre les diameétres de chaque cercle et le

périmetre du cercle.
m
N

Comme on appelle un cercle inscrit dans un aut@ecayant tous le méme centre :

=p =3,141 592 65¢

P_
D'ou le périmétre du cercle est deD -P O pP= 2pr our estle rayon du cercle.
D=2r
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e) Mesures métriques sur les axéss valeurs remarquables du cercle trigonomégriq

I
I
|
I
|
I
I
|
I
I
|
I
|
:
[
o
‘E’,z; \Er?é

Trigonométrie
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Valeurs meétriques sur les axes sinus et cosinawuigié M, d'anglep/6 noté M,(p/6)
C,M,/I0§
M,S,/ OG
D'apres les axiome d'euclide OST S U cMN M,S
ocli ¢c os O¢
ce s
Des figures géométriques (Légendg = Figure géométriquef; = figure ferme) :
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[oc]c[aMm]c[om]= f(0GM)
fg (OC.I. Ml) = ffermé
CGM; " M;S

. OCM, = Triangle. ,
u A U OC Mg Triangle rectangl
CM, A M, S

Dans le cercle trigonometriquedistancef), S, F d M, § ):H M %‘ :%

Il vient d'apres le théoréme de Pythagore danglegie rectangle :

(OC)” +(GMy)* =(OMy*

oG = 0 0G= (oM™ (GW= 12~ = 1

OM, =R=1

V3.

N
YT
Siow

Donc les valeurs de l'angke=0C M, =(0C; C M) =% ;

d(0G) =| 0G| =cos(0G M)= cos(0G ;G M F co% )E%

d(C,My) =[0c] =sin(0G M) =sin(0G; G M)=sin€ ):@

Valeurs meétriques sur les axes sinus et cosiny®iM, (o /3)

De méme que pour le triang@S, M;, d'apres les axiome d'Euclide:
C;M,; /1 0S;
M,S;// OC
oS S U SsM M;CU  OS M, Trianglerectangl
ocii cdl os O¢
cecr s

Et d'aprés le théoréme de Pythagore :

(08)*+(8§ M)* =( OM)*

0s,=2 0 os= (o™ (sw= i 1= bl 38

OM, = R=1
CommeC,M,//OC,U d(C,Mp)= d OC)

Donc les valeurs de I'angle= OC,M, =(0OC; C M) :%

4(06,)=| 0G| =cos(0G M)= cos(0G 1 M )= cof] 42
d(0s) =| 0] =sin(OG M)=sin($ M; 0= sing ):%
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Valeurs meétriques sur les axes sinus et cosing®oiM , (0 /4)

De méme que le triangl®C, M, est rectangle eM, et qu'au compas ou a la régle, il vient que
C,M; =M,S,
Soit d'apres le théoréme de Pythagore :
(C:M,)* +(M,S,)* =(OM))*
(C.M,) =(M,S)
(C:M,)* +(M,S)* =2(C,M))?
(OM,) = R=1

0 2(C,M,)*= OMU C,M5 \E: _12= g

Donc les valeurs I'angl®C, M, =(0OC,; C, M,) :%

d(0Q) =H OQ“ =cos(OG M,)= cos(OG ;G M, F co% ):g

d(C,My) =[0c] =sin(0G M) =sin(0G; G M)=sin€ ):%

Puisque sur l'axe des sinus et cosinus commeaserdes abscisses et des ordonnées, nous avons :

OC'<0;0S<0 d(0C')=- d(0G)=- E q OSF- ¢ O%- E
d(0C) =- d(0Q 2@ 2@
d(0s)=-d0$ U ¢ OGr- € Og- - et(d 03- (dHS Y
(C';C',;CT (oC)

(Sy;S,; Syi (0g°  d(O0C%)=-d0G)=- @ q 08)=-d(08)=- @
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2) FORMULES TRIGONOMETRIQUES
2.1) les formules de symétries trigonométriques :

SoitOM'=p - x et OM= X

OC'=-0C cosp- XF- cos(x) il /ijs R
0S'= 0S sinfp- ¥ sin(3 N ¥
tanfp - xF sSin@-x)_ _sink) _ - sink). tanf ) \

cosfp- X) - cosk) cosX ) |
SoitOM'=p + x et OM= x [

cosp +x)=- cosk )
sin( +x)=- sin (x) \
sin(p+x) _-sin) _ sin) _, i

= tank )

cosfp+x) - cosk) cosX )

Vi
™
[ \ s
| \
v e
(¢}

tanp +x)=

Comme&p=0 OM=@F2p+ xPp- x- x OM ////5\\ \H
OoC'=0C cos§p+ X)= cos(® - xF Cos( ® cos(> i S, ”}
\ g W ai
OS'=- 0S sin(§p+ y=sin(p- ¥ sin{ B- sin( I
tan(§p+x): tan(p - x F tan(x3d sint x)_ - sink) . tar
2 Cos¢x) cosX)

SoitOM' =

Nlb

- X; OM= x

0C'=0S cos(%- XF sin(x) / L Nk
| gmcs L]

0s'=0C sm(%- X= cos(X)

sin(g- ) COS(X) 1 B 1 \/

cos@ x) sin (x) i?s(;(()) tanf )

tan(=- xF

cos% +X)=- sink)

sin(%+x): cos( ) A \g\ -
| ,. “\

sin(£+ X) _cosik)_ 1 1 ! iy, |

cos @ rx) SINK) ig‘s(;(()) tanf ) //

tan(’%+x)—
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Cercle, 5 2
M, (x+Tm2)
b5,
0c,
oc, M, (%)
2
08,
08,

C Gy q Cy . C
T C

1 0 {

C’2

08,
08,
5
My (x+r) 2
0c,
Wy (x+3m2)
s 3m?

. P —
sin(x + O.E) cosx )= 0C

— Y
sin(x+%)= cosk ) cos(x )= S|nQ(+E )

sin(x+p)=-sinx) ou |sin(x+p)=sin(+ 2%)

P
sin(x+37) sin(x+ 3’%)

- sin(x)= sin(x+ 4%} - sin(x)= sin(x+ 4%)
f (x) = cos(x)
P
cos(x + > )
cosi+p )= cosk+ ’%
cosx + 3%)
cosx + 4%)

yo,
cosfx+ n—
8 2)

U f"(x)= cos(& n%)
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Trigonométrie

Résumé des formules symétriques :

Cosp- XF - cosk
sin(p - xXF sin(x)
tan - xF- tank)

COoS(p + X )=- cosk
sin( +x)=- sin (x)
tan(p +x)= tank)

Cog- ¥= cos(X)
sin(- x=- sin(x
tan( x)F=- tank

29/05/09/

cos(%- XE sink)

sin(%- XF cosk)

tan%- XF tank

DAVID (

CosSp- XF - cosk

\

cos% +X)=- sink

cos% - XF sink)

CoS(p + X )=- cosk
CoS(p + X )=- cosk

cos%+ X)=- sink

sin(% +X)= cos )

1
tan(x)

tan€+x):

ittéraliste reelance39 ans; niveaulV +)

sin(- x)=- sin(x)
sin(%- XF cosf)
sin(p - xF sin(Xx)
sin(%+x): cosf )

sin(p +x)=- sin(x)

Page
10
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2.2) Les Formules d'additions trigonométriques :

a) Rappel : le produit sacalaire

=]y eostuy
De: cosyv)= X X'+ YY'
' (X; X4Y; Y)=(cos(u); cos(v) ; sinu) ; sinf)

Jol=M = R=2.

U (uvE Cos( y \): cos(U cos(W sin(u) sin (v)

b) Addition binomiale des angles du cosinus

Cos (a-b)
Soit en posant u =a etv = b, on peut écrire :
Cos(b 9= cos(b)cos(ay} sin()sin@
Cos (b+a)

Cos(b+ 3=Coé b( p
Cos(bt+ g=cos(bjcos{ a} sin()sin( a
U Cos(b & cos(a)(cos(b)) sin(a)(sin)

c) Additions binomiales des angles du sinus

Sin (b + a)

Sin(b+ §=sir( A= cof - Je oS- (+b)E €S Yb)R (03 B))
Soit. Cog( B @= cos( Bcos(ar sin(B)sin(a)
0 COS(% B a3 cos@2 b) cos (a) sin% b)sin @)
U Sin(b 9= sin(hcos(a} cos( b)sin@)
U Sin(b 8= sin(b)cos(@)+ cosb )siné )

Sin (b- a)

Sin(b- 3= sin(b ¢ 3)
Sin(b & sin(bcos( &) cosb)sin( a
Sin(b g sin(bcos(a) cosp)sin@)

o o

Page
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Trigonométrie

Calculs trigonométriques (En cours)

Technigue des Mathématiques

d) Additions binomiales des angles de la tangeante

Tan (b- a)
Tan(b- 9= sinf- a)_ sin()cos@) co§|o )sw_@)
cosp- a) cosb)cosgH sinlf )sing )
141 A
OI’Sf:é :_A']_:A B_ B_ _B, d" ol on peut cire
B B Bl 518
B

B B
sinb) cos@)  cost)sin (@)
. cosp) cos@) cosP)cos@)
UurT b

ane & cospycosg)_sin(o)sin @)
Ccospycos@ ) cosp)cosé )

sinb) sin@)
N cosp) cosé)
U Tan(b & 1+ sin(). sin@)
cosp) cosh)
tanp)- tan@)

U tanb a3 1+tanp)tané)

tan (b + a)
tanb + a)= sinb+a) _sin()cos@ )+ cosl )sind
_cosb+ a)_ cosa (cop } sim sind )
sin (b)cos(al)+ coslp )sing )
- cosa(cod) coa (cos )
U tanb+ aF cosa (cod ) sira sinlf )
cosa (cod ) coa (cos )
sin (b) + sin@)
N cos@) coga)
U tanbr ay “sin@) sin@)
cos@) (cod)
tanp)+ tan@)

U tanpr ay 1- tan@)tanb)

Résumé des formules d'addtions trigonométriques
o . T Page
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Cos(b- 9= cos(bcos(ay sin()sin@
Cos( bt g=cos(a(cosh)- sin(@) sinf

Sin(b+ g =sin(bcos(a)+ cosp)sin@
Sin(b- 9= sin(bcos(a) cosp)sin@

i tanp)- tan@)
tan- aF 1+tanp)tané
tanp)+ tan@)
1- tan@)tanb

tanp+a)=

Page
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2.4) Duplication d'angle

En posant b = a, on a par la forma@les@+ b)= cos@ ).codf ) sirg ).sir:
Coq2 38 =cos(at+ a)

U Cog2a~ cos(a).cos@) sin@).sink

U Coq2a= cog (a) sirf (a)

De méme que par la formulin( a+ B =sin(d.cos(by+ cos@).sinp, on a:
sin(2a)= sin@+a)

U sin(2ayF sin@).cos4 cos ).sirg
U sin(2a¥F 2sin@)cosg )

. - sin Z(a): 1- CO§ a
cos' @)+ sirf @)= 10 sin2@)=1- sin2@)

On peut écrire encore :

Cogq2 g = cog (a)- ( sirf (a)

Cog24dr co< (a) € cos @)y cos?@ ¥ cos(a ) 1
Cog2ar cog (a) 4 cod @)* 2
Cog2dF 2cos (&) 1

[ I N )

Et

CoiZa)=(co§ (a))- sif (a)

0 Cosf2ar 1 sif(a) sif(a) sinZ) % Sin2(x) — c;s(a
U Coq2a~ 1 2sirf (a)

+
Il vient que la tangeante a l'aide de la form'tﬁ‘cn(a) tanp ) ;
1- tan@)tanb )
+ N
tan@) tana)U an(e) 2tang )

1- tan@)tan@ ) 1 tan¥

tan(2a )= tana+a )0 tan(23

En résumé

Cog2 8 =cog (a) sif (a)
sin(2a)= 2sin@ )cosé )
=] - sirf
Cog2 8 =cog (a) Si (aA) Cot2 3= 2008 (& !

sin2@xF 1 cod &) 0] _
sin?@)=1- sinza ) Cog2 48 =1- 2sirf (a)

Cog2 3- 1
2

Cog2 48 =cog (a) sif (a)LAJ
cos@+sita)=R=1

. sit @)=

_ 2tan@) 1 tan2b)_ ) -
tan(2a)= 1- tanZ@) et ¥ tani )— cos2@ )} sin2@3 cos(@ )

Page
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2.5) Multiplication d'angles :

cosp+a)
cosp- a)

cosp+a)+ cosb- a) =
cosp+a)
cosp- a)

cosp+a)- cosb a)=

Sin(b+ 9 =
Sin(b- 3 =

sinb+a)+sinpb- a)
Sin(b+ 3
Sin(b- g

sinb+a)- sin> a) =

tanp+a) =

tanb- a) =

tanp+a)+ tanp- a) =

Calculs trigonométriques (En cours) Trigonométrie

cosb ).cost ¥ sif ).sirg )

cosb ).cosg-) sirtf ).si( ) %Cos@ ay cosb ad cosf ).cos( )

2codf ).cos( )
cs(b).cosh }+ sinb ).sind )

cosb ).cost-) sirtt ).si{ )U %cosbi- a) coshb &) sinb).sind)

2sinp ).sind )
sin(b.cos(a) cosp).sin@ )
sin(h.cos(@y cosp).sin@) 0 %sin(bi- ay sin a¥ sinp).cos@)
2sinp).cosé )

sin(b.cos(a) cosp).si@)

sin(b.cos(ay cosp).sin@) O- %sin(b‘ a) sinp ar 2cos@).sinb

- 2cosp).sing)
tanb)- tan@)
1- tanp)tang )

tanp)+ tan@)
1- tan@)tanb)

tanp)
1- tan@)tanb)

%cosb+ a)+ cosb- ay cosf ).cos

cosp+a)+ cosb- a¥ 2codf ).cox
cosp+a)- cosb a3y 2sinb ).sind
sinb+a)+sin(- aF 2sin(b).cosé )
sinb+a)- sinb a¥- 2cosp).sind

29/05/09/ DAVID (
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%cosb+ a)- cosp a7 sinb).sing |

%sin(b+ a)+sin(b- a)F sin(b).cos@)

%sin(b+a)- sin a¥ cosp).sin@)
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2.6) transformation de sommes d'angle en prodarigie

P+q_
_ p=b+a . p+g=b+a+b- &=2b . 2 =b
Il vient qu'en posant on ait: )
=b- a p-g=bta (b & 2a P L 5
2

Par suite on a:
cosp+a)+ cosb- a¥ 2codf ).coH )

cos(py cosqF 2.coﬁ? ).cog_?q

(e}

cosp+a)- cosbr a3 2sinb ).sind )
cos(p) cos@r) Zsing ).sin%]

()

sin(@a+b)+ sin(a+ b)=sin(@).cosb )

U sin(p)} sin@¥ sin(p;rq )cos{)_2 d

sin(@+b)- sin(@ byF- 2cosg@).sinb )

(e}

sin(p)} sin(@3 - ZCOSP;q )sinp-2 g

cos(p )+ cos@ F 2.co§¥ ).cog(_zfoI
cos(p)- cosq ¥ 2sin§’;’—q ).sin%q )

sin(p)+ sin@)= sin(p;’ g )cosP;’ 9

sin(p)- sin@ ) ZCOSP;q )sinP_2 9y

Page
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3) Equations trigopnométriques

Une équation trigonométrique est une égalitédel .q

yZCOS(X)U cosxF cosé
y=cos@)
" a y=sin(x) :
(x;y;cos@h) (o P]-5[ L[ Ltelque _ siR(X)  sin(a)
y =sin(a)
=tan(x) ~
Y= inwe sin@)
y=tan(@)
D'ou pour :
Yy = cos (X)
Les égalités cosinusoidale dans le cercle trigotriguoeé direct donne :
. ~  Xx=a+2kp; ki
cosk)=yU cos co R
€)=y0 cosey costQ T TN
Ce qui est equivalent & écrire :
0 . x=a°[2p]; W
cosk )= cos co N
€=y0 coskd o0 oo

X représente 'arc dont le cosinus ef;- a)° [2p] qui a travers les siecles fut noté

I'arc dont le cosinus est = arc cosinus (X) = ar®s (X)

Le symbole® lu modulo représente une récurrence constant@meyeériodicité

y = sin (X)
Les égalités sinuosidales dans le cercle trigondauoét direct donne :
. ) —a+2kp: ki . x=a°[2p]; K
sin(x)=yU sin(x¥ sin@YV x=a+2zkp - [2p] -
x=-at 2k'p ; ki x=-a [2p] ; K

X représente l'arc dont le sinus eéa;p - a)° [2p] qui a travers les siécles fut noté

I'arc dont le sinus est = arc sinus (x) = arc Sirxj

y =tan (X)

les égalités tengante dans le cercle trigonométrititect donne :

tanx)= tan@)0 x a kp ;k telquéa% i3

Ce qui est équivalent d'écrire :
tanx)=tan@)U0 x & p];k
X représente l'arc dont le sinus eéa;;p - a)° [2p] qui a travers les siécles fut noté

I'arc dont la tangente est = arc tangente (x) = artan (x)
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Des fonctions réciproques

y=kU f(xy= K (¥ k
K

x=kU f(y, %= FYO¥F K
Puisque :
arccosk F x
arcsin(x)= x
arctan(x)= x
Et que:
arccos(x)= x  arccos(x)=cos(a) y=cos(x)=cos(@) y= 094 > cos(y)

arcsin(x)= x et arcsin(x)=sin(a) et y=sin(x)=sin@U y sind =xsin( ¥
arctan(x)= x  arctan(x)=tan(a) y=tan(x)=tan(@) y= tah0 » tan(y)

Il vient qu'en intervertissant leur variable :

y=cos(x)U arccosk3 cosy )
y=sin(x) U arccos(x¥ siny )
y=tan(x)U arctan(x¥ tanfy)

y:f(x):f(x;w:ﬁ f(x)=a
x=f(yy=f(y¥=a f*(x=a

Donc les ménomes trigonomeétriques sont des équatiorfionctions réciproque tel que

f(x)=cosx)U f*(xF arccos(x
f(x)=sin(x)U f'(xF arcsin(x)
f(x)=sin(x)U f*(xF arctan(x)

que I'on note encore

f(x)=cosx)U f*(xF cos® (X
f(x)=sin(x)0 f1(xE sin® (x)
f(x)=sin(x)0 f1(xF tan® (x)

. . . . P
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Technique des Mathématiques Calculs trigonométriques (En cours) Trigonométrie

Synthese des formules

29/05/09/

Cosp- XF - cosk
sin(p - xF sin(x)
tan - xF- tank)

Cos(p +x)=- cosk
sin( +x)=- sin (x)
tan(p + x)= tank)

Cogq- %= cos(x)
sin(- x)=- sin(x
tant x)F=- tank

FEN

cos%- XF sink)
sin(%- XF cosk)

tan

tan(= - x
5 F

cos%+ X)=- sink

sin(% +Xx)= cosf )

1
tanf)

tan€+x):

Cos(b- g=cos(b)cos(a} sin()sin@

Cos( bt g =cos(a)(cosh)-

sin@) sinp

Sin(b- g§=sin(bcos(ay) cosp)sin@
Sin(b+ g =sin(bcos(a)+ cosb)sin@

tanp- a)y

tanp+a)=

DAVID (

tan)- tan@)
1- tanp)tangé )
tanp)+ tan@)
1- tan@)tanb )

ittéraliste reelance39 ans; niveaulV +)
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Technique des Mathématiques

Cog2 38 =cog (a)- sif (a)
sin(2a)= 2sin@ )coséd )

Cog24a =cog (a) sirf (a)LAJ cot2g=c

Calculs trigonométriques (En cours)

Trigonométrie

o< (a)- sif (a) Co2 3= 2008 (& 1

_ sin2@F 1 cod &) U _
cos@rsitarrR=1 sin?@)=1- sinza ) Cog248=1- 2sirt (a)
0 cos (a):—cos(ia)”; sir? (a):—CO% -1
_ 2tan@) 1 tan2h )_ ) -
tan(2a)= 1- tanza) t ¥ tanz )— cos2@} sin2@3 cos(a )

Cos(b g=cos(bcos(ay sin()sin@)
Cos( b+ g=cos(a)(cosb)- sin(@) sinp).
Sin(b- g§=sin(bcos(ay cosb)sin@)
Sin(b+ g =sin(bcos(a)+ cosb)sin@)

Cos( bt g=cos(a(cosb)- sin(@) sinp)

Cos(b- 9= cos(b)cos(ay sin(b)sin(a)(J

Sin(b+ g =sin(bcos(a)+ cosb)sin@)
Sin(b- g§=sin(bhcos(a} cosp)sin@)

cosb &) cos) &) 2cos{Os€ )
cosb a) cosp a) 2sijsin@)
sinp- aj sinc aF 2sinp).cosa )
sinb- a} sin( a¥F- 2cosp).sind

costh a) cod) &) 2cosiosC k
cosh a) codf =a-) 2dm(sin(a)
sinb+a)+sin(- aF 2sin(p).cosé )
sinb+a)- sinb ay¥ 2cosp).sind)

cosp+a)t cosb- a¥ cosf at) codt a)

cosp+a)- cosp aj-
sinb+a)+sin(p- aF si

sinb+a)- sin> ar- (sinf

cosp+a)+ cosb- a¥ 2codf ).cox )
cosp+a)- cosb a9 2sinb ).sing )
sinp+a)+ sinp- aF 2sinp).cosa )U
sinb+a)- sin a¥- 2cosp).sin@ )

p+q_
=a
=a+b.
D_ bU 2
g=a- P q:b
2

29/05/09/ DAVID ( ittéraliste reelance39

(cosy a) cedf a
n ar sin® a)
a) sinb a))

-9
> )

cos(p)- cosq ¥ Zsin% ).Siﬂgl )

sin(p)+ sin@@)= sin(p; 9 )COSP; 9 )

cos(p )+ cosq F 2.00:422 q).cos(IO

sin(p)- sin(@ )= Zcos{);q )sin{)_2 99
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