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e epartie : Etude de l'application f)

1. degré de K< n, admettant "n + 1ol>deg(R)” racines distintes, donc=R0.
2. Soient (P;Qx P? etp € R,ona:
fm(P +0aQ) = ((P+ aQ)(zo); ...; (P + aQ)(zn))

:fm P)+afm(Q) E‘IE
)

3. a. & Soit Pker f,,, alors;v0 =0 V0 <i<n:S =X |pdoncr |p (en effet
SN NS, =1)

& inverssement pour toat@)/ Q< P,,_,,_; on a clairementr@ cker f,,.

IA
IA
S
2
8

b. Soit Rz P,,,, alors (division euclidienne) :
3(Q; R) € R[X]?telque P =Qr + R, aved) < degR < (degm — 1 =n),
Or Qr eker f,, et Re P,,, alors P, =kerf,, ® P,
(remarquer que la décomposition P =i R est unique R est un corps)
c. &P, =kerf,, ® P, = dimker f,,=dimP,,, -dimP,, = m-n.
& pour une base il suffit de prendre la famille (X ; ...; X™ "~ 1) (échelonné en nb de m-n).

d. Théoréme du rang (ou noyat)

T — - |
(g f, = dimP,,—dimker f,=m+ 1 —m+n—=n+ 1, 15 9Fm=dimR"

donc f,, est surjective .
4.a. Soit P Pm tel que §,(P) = 0, alors P aura "n+1 >deg(p)” racines distinctes (rn) Donc P=0.
b. rgf,, =dimP,, = m + 1.(TH du rang)

c. f,, est surjective= dimP,, = dimR**! ,

5.a. L'application : f,, : P, — R"*!
P~ (P(z,);..;P(z,)) estbijective (viac.)
Donc /'y = (Yo ;Y1 Yn)E R, (3'P,eP,) tel que ,(P,) =Y.
b. i. Par définition des |, on a (Li(Xg); ...; Li(z;) ;....Li(X,)) = € =(0;...;0; 1 ;0;...;0) donc Li(x;) =

L jime
iimeplace i*Mmeplace

Osij#ietLi(x)=1

’ 7 Li(Xj) 2(51'7]' ‘

—

ii. f, est un isomorphisme dg,Rur R**! donc de méme pour,f (application réciproque).

[OR(L;iLo; s Ly)=F M (epies; oo €0))

(€0:€1; ....; €n) €tant une base de'R” donc (L; ;L2 ; ....; L,) est une base de,R

c.dOna: y=Vo;Ys;-i¥Yn)= i yigi, alors f,,(P,) = i yifn(Li) = fn (i yL) mais f,, est bijective
=0 =0 =0

1=
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i
donc B, =
i=n i=n . i=n .
& > L;,=1car (Z Li) (x;) = 1 pour tout i=0,...,n.et (Z Li) — 1 € P, admettant n+1 racines.
=0 =0 =0

[2°™¢ partie : Probléme aux moindres carrées

1.a. Soit Ax ImA (XM, ;). Alors <b - Au; Ax >,=" x'A(b-Au) = 0;
Au + b — Au (unicité de la décomposition)

d'autre part: M,.; (R) = ImA & (ImA)“et b =
p pi1 (R) ( ) My () EImA o)

[fe Au = Pra (1) |

b. Il suffit de voir que {|b — Aul||, <|[|b — Az||, pour toutz € My, () puisquedu est de la formelz avec

ue My (R) .
Soitx My.;(R) ,
16— Az|ly = [1b— Aul? + || Au — Az|7 = [|b— Au|;+[A(u— @)|; > [|b - Aull;. (Pytagore)

les vecteurs@ M,.; (R) vérifiant Av = Au caracteérise les points ou le minimum est atteint .

i b— Azl
in | xup)

q;

2. Soitxe My.1(R),
<x; ! Ab-+ AAu>=xt Ab -+ AAu=t (Az) (b-Au)=< Ax ;b-Au >=0 (puisque o — AUH; =
’ je TAb =' AAu‘

(3
—

OR' Ab + AAue My (R) donc||® Ab —" Adu||, =0
3.a. Soit xeker’ AA, alors'AAx = 0 par suite< Ax; Az >,="z'AAx = 0.
b.& (3.a.= ||Az]l, = 0 = Az = 0 = = € ker A). donc kef AAC ker A.

& ker! AAD ker A (clair).
c. Ona:rg(A) = rg(A) =dimM,,; (R) -dim ker(A) = p - dim kerf{AA) = rg(*AA).

d. Soitxe M,.;(R) tel que’ AAx € Im'AA, donc' AAz =' Ay elm® A,

t
s - f rg(CA) = rg(A) t _ t i t t
Déduction : { ImtAA C ImtAd = Im'AA = Im'A (puisquel/m'AA et Im' A sont des sev d&f,.,(R)).
4.a. (1. et 2= [le probléme aux moindres carrés admet une solutieflu € M,.; (R) tel que’AAu =" Ab]),

(3.d= que les solutions du systérf®Au = Ab existent tjs).

b. Soient y,u, deux solutions déAAu =t Ab . Alors :
=t AA (u1 — UQ) =0=u; —ug € ker! AA =ker A (via 3b)

PAAuy =t Ab
PAAug =t Ab

ie 3lu € M, (R)tel que’AAu =" Ab sous conditiofer A ={0} ‘

ORker A ={0} donc u; = us ’ i
13°™¢ Partie : Approximation polynémiale au sens des moindres cdrrées

A. Etude du cas m >n + 1
1. (partie 1, 5.a)=> VY = (Yo Y1 Yu)€ R*Y); (3P, €P,) tel que f,(P,) =y. Mais puisque B CP,,

(clair)
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il suffit de prendre @ =P, (attention on n’a pas necessairement I'unicité dg @nsuite via (partie 1, 5.c.)

=n
Qo == ZyiLi
i=0

2. Le polynéme QVvérifie Q(z;) = y; pour tout i = 0,...,n donc®,,(Qp) = 0 puisA,, =0

d’ou le minimum est atteint engQInversement si P est un polyndme tel gyg(P) = 0 ,alors
i=n )
i=0 via A.1.
= (P — Qo)(x;) =0 pour touti=0,...n
(attention degP — Qo) = n+ 1)

Conclusion le minimum est atteint pour lesPP,), tel quey; = P(z;)

B. Etude du cas m < n

1.a. Je notg* AA) ; le coefficient dindice (i,j) .

/L‘?

A€ Myy1mi1(R)EA € Myi1 a1 (R) donCtAA € My iy i1 (R); (A)iy = 2l) , (A)i; = 2i7]
k=n-+1 k=n+1 1 -1 k=n .
(tAA)i =) (tA)ik (A)kj = > T T = 2T,
5] k=1 ) % k=1 k=0
b. la matrice :
1 x :1:% .oy
z1
A, =
: L1
1z, 22 Ty
k=n-+1
est une "VANDERMONDE" dont le déterminant est donné par : dei(A= I (j —z;)) #0(a
0<i=<j<m
démontrer!!)
A, est une matrice extraite d’ordre maximal dont le déterminant est non nul,
donc rg(A)> m + 1 mais rg(A)< min(n + 1,m + 1) = m + 1qfd
. t 0 0
c.viaprtie2-3.c.onargAA=rgt4 =rgA=m+1 ’ﬁ% AAest |nverS|bI¢_.
4 k=n+1 k=n
2. a. lai“m® coordonné de Ayest donné pafAV,), = > e lag = arzt = P(x;)
k=1 k=0

b. clair.
3. a. via partie 2, kerA=kéAA={0} car AA est inversible. Toujours d’aprés partie 2 - 4.b.
3w € My 1;1(R) (que je note aussi ) tel que [|b— Au|? = min{|[b — Az /XE M1 (R) }

k=m
OR (2.b : question précidente)ontre que||b — Aqu7 = &,,(P) avec P=Y" a, X*.
k=0

o o oo Py =P est unique car u est unique.
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b. Clair il suffit de prendre U =Y .
C.An =0, (FR) .

4. Application (MAPLE )

a. et b. facile :

> with(linalg) : A := vandermonde(]—1,0,1,2]);

1 -1 1 -1
e FE
1 2 4 8
> B := evalm(transpose(A)& x A);
4 2 6 8
Bi=tAd= 2 g 188 ;2
8 18 32 66
> b :=vector([1,2,1,0]);
b:=[1,2,1,0]
>bli=<1,2,1,0 >;
1
bl := ?
0
> ¢ := evalm(transpose(A)& x b);
¢:= [4,0,2,0]

> evalm(transpose(A)& + bl);(ecriture incorrecte)
ERROR!
c. Le sysleme devient :

4 2 6 8 20
2 6 8 18 2
6 8 18 32 29
8 18 32 66 23

O N O =

A la main rendre la matrice échelonnée puis résoudre le systeme par cascade.

Par maple : avec la fonctiondugment” puis”"gausselim” on trouve :

>augment(B,c);

4 2 6 8 4
2 6 8 18 0
6 8 18 32 2
8 18 32 66 0

>gausselim(augment(B, c))
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4 2 6 8 4
0 5 5 14 -2
0 04 6 -2
9 3
000 £ 3

4 2 6 20 4

\ 2 6 8 Al . 0 .
le systeme 6 8 18 w2 devient
8 18 32 23 0
ce qui donneZ = (zg, 21, 22, 23) = ,—1,1).

d. Py(X)=2-1X - X%+ 1X3.
A3 =D3(Py) = ||b— AZ||4 =198.
e. Avec maple :
>with(plots) :
>pl0] i=2— >2—-1/3%xx—2"2+1/3%2"3;
Do :2**T773 +1T‘5

> plot(p[0](z), z = —infinity.. + infinity);

> F = plot(p[0](x),x = —infinity.. + in finity) :
> L :=[[-1,1},0,2], [1, 1], [2,0]];
L:= [[_17 1}7 [07 2}7 {17 1]7 {27 0”

> G := plot(L, style = point, thickness = 7, color = blue) :

> display({F, G});

c’est une occasion de se familiariser avec maple!!

Fin .

S OO

O O ot N

O = ot

o D

20 4
Z1 . —2
Z9 o —2
z3 %
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